Rachunek catkowy

Rachunek catkowe powstal i byt rozwijany z potrzeby rozwiazywania probleméw zwigza-
nych z obliczeniami pdl figur, objetosci bryl, ich powierzchni, dtugosci tukéw krzywych i
okreslaniu $rodkéw ciezkosci figur ptaskich i bryt.

Podstawy rozwigzywania takich probleméw okreslit Archimedes ale dopiero w siedemna-
stym wieku nastapit systematyczny opis metod, ktérego dokonali Bonawentura Cawallerii
oraz Ewangelista Torriceli (obaj byli uczniami Galileusza). Duze zastugi potozyli tez Fer-
mat, Pascal i wielu innych.

W latach siedemdziesiatych siedemnastego wieku Newton i Leibnitz powiazali te meto-
dy z rachunkiem rozniczkowym odrywajac rachunek catkowy od czysto geometrycznych
problemow. Zwigzek z rachunkiem rézniczkowym zostal wykorzystany przez Newtona Le-
ibnitza i ich uczniéw do rozwiniecia technik catkowania (Euler Czebyszew Ostrogradski)

Koncepsja catkowania

Niech krzywa MN (rysunek) bedzie opisana réwnaniem y = f(x) i niech bedzie naszym
zamiarem obliczenie pola trapezu krzywoliniowego a ABb

Dzielimy przedzial (a,b) na n czesci okre§lonych przedziatami axq, x1z, ... 2, 12,
Przedziaty te moga by¢ rownej dtugosci lub nie. Budujemy figure schodkowa pokazana na

rysunku.
L |

e

—
S

e
NN

N

=
_gmx\

Rysunek 1.
Pole tej figury mozemy obliczy¢ sumujgc pola wszystkich prostokatow

n—1

Fy=yolz1 —a) +yi(za —21) + o+ Y1 (b= 201) = D ys(@1 — 23)
k=0
gdzie: o =a i x, = 0.
Jesli wprowadzimy oznaczenie x; — xg = dxg, T2 — x1 = dTq,..., Tp — Tpo1 = dT,_1, tO
otrzymamy:



n—1
Fn = yodl’o + yldxl + ...+ yn_ldxn_l = Z ykdl’k
k=0

Poszukiwane pole figury jest réwne granicy powyzszego wyrazenia dla n zmierzajacego do
nieskonczonosci.
Dla takiej granicy Leibnitz wprowadzil symbol / y dx albo / f(z)dz.

gdzie: [ jest litera poczatkowa tacinskiego stowa ”Summa”.

Fourier (1768 - 1830) - francuski matematyk i fizyk zmienil notacje Leibnitza i nadat jej
postac:

b b

/ ydz albo / f(z)dx gdzie jawnie wystepuja ppoczatkowa i koncowa warto$é

zmiennej .

Zwiazek miedzy catkowaniem i rézniczkowaniem

Zatozmy, ze a jest state a b zmienne. Oznaczmy to zmienne b przez T.
z
Wtedy calka / f(z) dx, ktoéra oznacza pole aANb dla statej wartosci a i zmiennej wartosci

b jest funkcja zmiennej 7.

Mamy wiec:

9(z) = / f(z) dzx. Funkcja ¢(Z) nazywa sie funkcja ”gérnej granicy catkowania”.

v SENCRL 7.
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Rysunek 2.

Pochodna funkcji ¢(7) jest funkcja f(Z). (Wlasciwie "rézniczka funkcji g(T) jest rowna
f(@)dr).

dg(z) = d [ f(w) dv = f(z)dz

Gtéwny problem rachunku catkowego

b
Obliczenie catki / f(x) dx ogranicza si¢ do ”znalezienia funkcji z jej danej rézniczki”.

Podstawowym zadaniem rachunku catkowego jest zatem znalezienie tej funkcji.



Funkcja pierwotna

Definicja 1
Niech funkcja f(z) bedzie pochodna funkcji F(z), tzn., ze f(z)dz jest rdzniczka funkeji
F(x)

Czyli f(z)dx = dF (x)
Wtedy funkcja F'(z) jest nazywana ”funkcja pierwotng funkeji f(x).

Przyktad 1 Funkcja 3z? jest pochodng funkcji 23, tzn. 322 dx = d(z?).
Zatem x° jest funkcja pierwotng funkcji 322

Przyklad 2 Wyrazenie 322 dx jest rézniczky funkeji 23 4 7,
bo 3x?dr = d(x® 4+ 7) = d(23) + d(7) = d(z*) + 0.

Zatem funkcja x® + 7 (tak samo jak funkcja x?) jest funkcja pierwotna funkcji 3x2
Whiosek
Kazda ciagta funkcja f(x) ma nieskonczona liczbe funkeji pierwotnych rézniacych sie od

siebie o dowolng stata.

Jezeli F(x) jest funkcja pierwotna funkcji f(x), to kazda funkcja postaci F'(z) + C (gdzie
C' € R) jest takze funkcja pierwotna funkcji f(z).

Calka nieoznaczona

Calka nieoznaczong danego wyrazenia f(x)dx (dla danej funkcji f(x)) jest najbardziej
ogblna postaé jej funkcji pierwotnej.

Calke nieoznaczona wyrazenia f(z)dx zapisujemy w postaci / f(z)dx

Wyrazenie f(x) dz nazywa sie wyrazeniem podcatkowym, funkcja f(z) nazywa sie funkcja podcatkowa,
zmienna z jest zmienng catkowania (zmienna, wzgledem ktoérej catkujemy).

Znajdowanie catek nieoznaczonych danych funkcji nazywamy catkowaniem.

Przyktad 3

Najbardziej ogélng forma funkcji pierwotnej wyrazenia 2x dx jest 22 + c. Ta funkcja jest
zatem calka nieoznaczong wyrazenia 2x dz.

[2xdr =224+ C

Przyktad 4

Zmalez¢ calke nieoznaczong wyrazenia cos z dx.

Rozwiazanie
Funkcja cos x jest pochodng funkcji sin x.
Zatem [cosxdxr =sinxz + C

Przyktad 5

Zmalez¢ calke nieoznaczong wyrazenia — dx
x



Rozwiazanie
1
Funkcja — jest nieciagta dla =z = 0.
x
Rozwazmy zatem najpierw dodatnie wartosci x.

Poniewaz (Inz) = —
T
1
WiQC/—dmzlnx—l—C. (1)
T

Z drugiej strony funkcja In(—z) jest okreslona (dla x < 0)i jej podcodna jest takze réwna
1 1

* bo (In(—a))' = (nf(~1) -alf = — =

Wiec /dxx =In(—x)+C (2)

Formuty (1) i (2) mozna potaczy¢ w jedna:
d
/§:1n|x|+c (3)

1
Wyrazenie (3) opisuje catke nieoznaczong funkcji — dla wszystkich z z wyjatkiem z = 0.
x

Geometryczna interpretacja catkowania
Niech f(z) bedzie funkcja ciagta i F'(x) bedzie jedna z jej funkcji pierwotnych. Jesli utwo-
rzymy wykres funkcji F'(x) w postaci krzywej PQ, to nachylenie stycznej jest okreslone
przez wartosé funkcji f(x) (Rysunek 3)
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Rysunek 3.

Niech Fij(x) bedzie inng z funkeji pierwotnych funkcji f(z), ktérej wykres w postaci krzy-
wej P1(Q); przedstawia rysunek 3. Styczna do wykresu PQ); jest réwnolegta do stycznej
do wykresu PQ.

Wykres funkcji pierwotnej nazywa sie krzywa catkowa funkeji f(x). Rézne krzywe catko-
we odpowiadajace réznym funkcjom pierwotnym sa oddalone od siebie o staty dystans.

Krzywe catkowe w przyblizeniu mozna konstruowaé¢ nastepujaco.
Przez rézne punkty ptaszczyzny rysujemy krotkie odcinki okreslajace kierunek stycznej
do krzywej catkowej.

Przyktad 6 Znalezé krzywe catkowe calki nieoznaczonej [ dz (catka z funkeji f(z) = 1).
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Rozwiazanie

Funkcja f(x) = 1 jest stala i okresla nachylenie stycznej dla kazdego x. (45 stopni z
dodatnim kierunkiem osi Ox).

Mamy wigc sytuacje jak na rysunku 4.
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Rysunek 4.

w sy

Zatem krzywe catkowe sg wykresami funkcji y = = + C gdzie C € R.
Przyktad 7 Znalez¢ krzywe catkowe catki nieoznaczonej [ x dx (catka z funkcji f(z) = x).

Rozwiazanie
Funkcja f(z) = x okresla "pole kierunkow”:

dla = = 0 tangens kata nachylenia jest réwny f(0) = 0 (kat 0 stopni)

dla x = 1 tangens kata nachylenia jest réwny f(1) =1 (kat 45 stopni),

dla o = 2 tangens kata nachylenia jest réwny 2 (kat okoto 63,43 stopnia)

dla z = —1 tangens kata nachylenia jest réwny f(—1) = —1 (kat 135 stopni).

Przedstawia to rysunek 5.

1
Rysunek 5. Wykresy krzywych catkowych y = 5902 +C



Wtasnosci calki nieoznaczonej
1. Pochodna calki nieoznaczonej jest rowna funkcji podcatkowe;j:

([rwde) =s@) 5[ f@ydo= 1)

2. Calka z pochodnej funkcji podcatkowej jest réwna dowolnej funkcji postaci f(x) + C
gdzie C' € R.

/(f(ﬂf))/dﬂf = f(z) + C gdzie C € R

Tablica najprostszych calek

Kazda formuta rézniczkowania po odwréceniu staje sie formuta catkowania np.

1

{ln (Jc+\/a2+x2)}/ = ﬁ

dla a # 0 zatem
/dx =In(z+va>+22) +C
Vva? 4+ z?

Uwaga: Wyrazenie = + va? 4+ 22 jest dodatnie dla dowolnego x, wiec nie musimy pisaé

In|z + va?+ 22|

Wtasnosci calek nieoznaczonych
/(f:l:g)da:z/ddx:l:/gdx

/afda::a/fdx
/f(:v)dx:/f(z)dz

Powyzszy wzor przedstawia metode catkowania przez podstawienie. Np x = 2z skad
dr = 2dz.

Wtedy mamy /f(ac) dr = /f(2z) - 2dz = 2/f(2z) dz

/ flgde = fg— / 14 dx (Wzér na calkowanie przez czesci, ktory jest konsekwencja wzo-

ru na pochodng iloczynu dwéch funkeji)

Tablica calek

l.n—i—l
./:v"d:z:: +C
n+1

d
./—I:lnm—l—C
T
./exdx:e’”—i—C
./axdx: a4 +C
Ina

. /sinxda: = —cosz +C
) /cosxdx =sinxz + C
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1
7./ dr = —ctgx + C

sin® z
8. s—dr =tgz +C
cosdx
x
9. /7:arcsinx+0
V1—2?
d
10./1+xx2 =arctgx +C

dx 1 x
11./@2+dm2 = arctg 4 C
x
12./7:111 r+vVaZta?|+C
Va?+a? | |
13./tgxdx:—ln]cos:c|+0
14./ctgxdx:1n|sinx|+0

d
15./ T gty C
sinx 2
16./ tg(g—l—?r)‘—l—C

d 1 Ny
x
17./ |

2?2 — a? 2an

dx

=1In
CoS T
T —a
xr+a

+C




